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3.3 Interpretationen und Modelle

Universum: Grundbereich: U nichtleere Menge von Objekten, auf die FL1 angewendet werden soll.

FL1:
Klasse der Fuzzy-Sprachen (Ausdrücke)

Fuzzy-Relation: od. unscharfe od. mehrwertige n-stellige Relation P über U ist Abb. P: U n -> [0, 1]

Fuzzy-Menge:
Fuzzy-Prädikat ( unscharfes Prädikat / unsch. Menge) ist 1-stellige Fuzzy-Relation

Bsp:
(i)
U = R. Fuzzy-Relation über R ist
"x ist kleiner y": R 2 -> [0, 1]

mit





 { 1
für x < y



(x, y) ->
{





 { 0
sonst

(ii)
U = R. Relation ist "x ist ungefähr y": R 2 -> [0, 1] mit (x, y) -> 1 – min { |x – y|, 1}

[image: image1.png]"X ungefahr y*
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(iii)
U = Menge der 2-dim. Objekte. "x ist Kreis" ist 1-stellige Fuzzy-Relation

Ea (G) := inf {Flächen der Kreise K | G [image: image2.png]


 K}

Ei (G) := sup {Flächen der Kreise K | K [image: image3.png]


 G}


Mögliche Bewertung:
'Ist Kreis' (G) := Ei (G) / Ea (G)
mit Eigenschaften:

(a) Für Ea (G) > 0 gilt: 0 < 'Ist Kreis' (G)[image: image4.png]


 1

(b) 'Ist Kreis' (G) = 1   gdw   G ist ein Kreis (bis auf Nullmengen)

[image: image5.png]




(iv)
U = {Porsche, Kadett, Benz, Ferrari, Corvette}, Prädikat: "x ist schnelles Auto" mit

	
	x
	Porsche
	Kadett
	Benz
	Ferrari
	Corvette

	
	Wert
	1
	0.1
	0.6
	1
	0.9



(v)
U = Menge aller Menschen. Prädikat "x ist alt" wie folgt:




 { 1



falls Alter > 70



x =
{ (Alter von x – 30) / 40
falls 30 < Alter [image: image6.png]


 70




 { 0



falls Alter [image: image7.png]


 30

Struktur:
S = (U, a) mit Universum (Grundbereich) U und Abb. a, die auf der Menge der

Relationssymbole und Konstanten definiert ist, wobei:



(i) Für jedes n-stellige Relationssymbol R aus Alphabet A ist a (R) n-stellige Relation über U.


(ii) Für jede Konstante c aus A ist a (c) aus U.

Belegung einer Struktur ist Abb. [image: image8.png]


, die jeder Variable ein Element aus U zuordnet, z.B. für



U = {Porsche, Kadett,...} ist [image: image9.png]


 (x) = Kadett eine Belegung.

Interpretation
I = (S, [image: image10.png]


) mit S = (U, a) entspricht einer Abb. I über A, wobei



I (R) := a (R) mit Relationssymbol R und I (c) := a (c) mit Konstante c



I (x) := [image: image11.png]


 (x)
mit Variable x

Belegung

Modell einer Interpretation
M = ( || . ||, [image: image12.png]


), wenn Wahrheitsraum tau und

Wahrheitsfunktion || . || aus [image: image13.png]


 so existieren, dass gilt:

I (R) (I (q 1), ..., I (q n) ) = || R q 1 ... q n ||

für alle n-stelligen Relationssymbole R und alle Variablen und

Konstanten q 1, ..., q n.

Übersicht:
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Satz M / I:
Sei I =(S, [image: image15.png]


) eine Interpretation einer Struktur S = (U, a) und [image: image16.png]


 = (t, n, [0, 1]) ein

Wahrheitsraum. Dann ex. ein Modell M = ( || . ||, I) von I.


Bew:
Jeder atomare Ausdruck phi aus F a hat die Form [image: image17.png]


 = R q 1 ... q n. Definiere für I die

Abb. [image: image18.png]


 I : F a -> [0, 1] mit [image: image19.png]


 -> I (R) (I (q 1), ..., I (q n)). (Nach Lemma in 3.2 gilt:) Dann ex. genau ein || . || aus [image: image20.png]


, so dass || . || : F a = [image: image21.png]


 I. Also:

I (R) (I (q 1), ..., I (q n)) = || R q 1 ..., q n || und M = ( || . ||, [image: image22.png]


) ist ein Modell von I.

"kleinerer" Wahrheitsraum:
T' sei echte Teilmenge von [0, 1]. Dann ist [image: image23.png]


 = (t Min, n s, T) mit

T = T' vereinigt {t aus [0, 1] ; ex. t' aus T' mit t = t' – 1}

wieder Wahrheitsraum.

Bsp:
(Schnitt zweier Relationen)


T = [0, 1]. U = {Luis Trenker, Kant, Leibniz}. Fuzzy-Menge R: "x steigt gern auf Berge"

und S: "x ist Philosoph" gemäß

	
	x
	Trenker
	Kant
	Leibniz

	
	R (x)
	1
	0
	0.01

	
	S (x)
	0.2
	1
	1


A = {R, S, x}. S = (U, a) mit a (R) = "x steigt gern auf Berge" und a (S) = " x ist Philosoph"

T = {0, 0.01, 0.2, 0.8, 0.99, 1} und [image: image24.png]


 = (t Min, n s, T). Für Belegung [image: image25.png]


 (x) = Luis Trenker

sei || . || aus [image: image26.png]


 mit || R (x) || = 1 und || S (x) || = 0.2.

Dann ist M = ( || . ||, [image: image27.png]


) ein Modell von I = (S, [image: image28.png]


). In M gilt: || R (x) ^ S (x) || = 0.2 und

	
	x
	Trenker
	Kant
	Leibniz

	
	|| R (x) ^ S (x) ||
	0.2
	0
	0.01



R (x) ^ S (x) entspricht "x steigt gern auf Berge und ist Philosoph"

Modell von P 1, ..., P n

(mehrweritige Relationen über U) ist M = ( || . ||, [image: image29.png]


),

wenn P 1, ..., P n aus Im (a). Dabei ist I = ( (U, a), [image: image30.png]


).

Repräsentant
P^ i des Urbildes von P i unter a für i = 1, ..., n.
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