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Kapitel 3: Semantik der Fuzzy-Sprachen FL1
Semantik:
Bedeutung sprachlicher Konstrukte



- Ordnungsrelation für Wahrheitswerte mit max. Element 'wahr' und min. Element 'falsch'



- Hier: [0, 1]-Intervall



- Negation n: [0, 1] -> [0, 1] und übrige Junktoren [0, 1]2 -> [0, 1]

3.1 t-Normen und t-Conormen

Anschaulich:
Seien [image: image1.png]


1, ..., [image: image2.png]


n Ausdrücke mit gegebenen Wahrheitswerten.

Jeder Ausdruck sei durch eine Glasscheibe repräsentiert:

lichtundurchlässig
entspricht
'falsche Aussage'

klar


entspricht
'wahre Aussage'

Dann entspricht die Konjunktion
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hintereinanderstehenden Scheiben:
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Eigenschaften:


(i)
assoziativ und kommutativ



(ii)
Neutrales Element (klare Scheibe) existiert.



(iii)
Wahrheitswerte (d.h. Lichtdurchlässigkeit) monoton steigend



(iv)
Für Ausdrücke [image: image12.png]


i und [image: image13.png]


j ist der Wahrheitswert der Konj. ([image: image14.png]
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j)




kleiner oder gleich dem Minimum der Werte der Teilausdrücke.

Die Disjunktion
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n)) ... )
entspricht nebeneinanderstehenden Scheiben:

[image: image25.png]Beobachter







Eigenschaften


(i)
assoziativ und kommutativ



(ii)
Neutrales Element (schwarze Scheibe) existiert.



(iii)
Wahrheitswerte (d.h. Lichtdurchlässigkeit) monoton steigend



(iv)
Für Ausdrücke [image: image26.png]


i und [image: image27.png]


j ist der Wahrheitswert der Disj. ([image: image28.png]


i [image: image29.png]


 [image: image30.png]


j)




größer oder gleich dem Maximum der Werte der Teilausdrücke.

t-Norm

stellt Konjunktion dar: Ist eine Abbildung t: [0, 1]2 - > [0, 1] mit


(T1)
t (a, 1) = a
für alle a aus [0, 1]




Neutrales Element

(T2)
Aus a [image: image31.png]


 b folgt: t (a, c) [image: image32.png]


 t (b, c)
f.a. a, b, c aus [0, 1]

Monoton

(T3)
t (a, b) = t (b, a)
für alle a, b aus [0, 1]



Kommutativ

(T4)
t (a, t (b, c)) = t (t (a, b), c)
für alle a, b, c aus [0, 1]

Assoziativ

Bsp:
(1)
Minimum-Operator



t Min: [0, 1]2 -> [0, 1]
mit


(a, b)
->
min {a, b}



(2)
Drastisches Produkt



t D: [0, 1]2 -> [0, 1]
mit






 { Min {a, b}
wenn a = 1 oder b = 1




(a, b)
->
{






 { 0

sonst


Merke:
(a)
t D (a, b) [image: image33.png]


 t (a, b) [image: image34.png]


 t Min (a, b)
für alle a, b aus [0, 1]



(b)
Für jede t-Norm gilt: t (a, 0) = 0

für alle a aus [0, 1]

s-Norm
stellt Disjunktion dar: s-Norm oder t-Conorm ist Abbildung s: [0, 1]2 -> [0, 1] mit


(S1)
s (a, 0) =a
für alle a aus [0, 1]




Neutrales Element

(S2)
Aus a [image: image35.png]


 b folgt: s (a, c) [image: image36.png]


 s (b, c)
f.a. a, b, c aus [0, 1]

Monoton

(S3)
s (a, b) = s (b, a)
für alle a, b aus [0, 1]



Kommutativ

(S4)
s (a, s (b, c)) = s (s (a, b), c)
für alle a, b, c aus [0, 1]

Assoziativ

Bsp:
(1)
Maximum-Operator



s Max: [0, 1]2 -> [0, 1]
mit
(a, b)
->
max {a, b}



(2)
Drastische Summe



s D: [0, 1]2 -> [0, 1]
mit






 { max {a, b}
wenn a = 0 oder b = 0




(a, b)
->
{






 { 1

sonst


Merke:
(a)
s Max (a, b) [image: image37.png]


 s (a, b) [image: image38.png]


 s D (a, b)
für alle a, b aus [0, 1]



(b)
Für jede s-Norm gilt: s (a, 1) = 1

für alle a aus [0, 1]

Negationsfunktion:
n: [0, 1] -> [0, 1] mit




(N1)
n (0) = 1 und n (1) = 0




(N2)
Für alle a, b aus [0, 1]:

Aus a [image: image39.png]


 b folgt:
n (a) [image: image40.png]


 n (b)


Monoton




ACHTUNG: Aus kleinergleich wird größergleich!

Strenge Negationsfunktion
(N3)
n stetig (also aus C [0, 1]) und für alle a, b aus [0, 1] gilt:






Aus a < b folgt:
n (a) > n(b)
Stetig und streng monoton
Involution:
Strenge Negationsfunktion mit



(N4)
n (n (a)) = a
für alle a aus [0, 1]



Bsp:
ns:[0, 1] -> [0, 1] mit

a -> 1 – a

duale t-Conorm:
st: [0, 1]2 -> [0, 1] mit

(a, b) -> n (t ( n (a), n (b) )),




wobei t eine t-Norm und n eine Involution ist.




Die s-Norm st heißt auch die zu t duale s-Norm (bzw. t-Conorm).

Satz zu t- und s-Normen:


(1)
tD (a, b) [image: image41.png]


 tB (a, b) [image: image42.png]


 tA (a, b) [image: image43.png]


 tQ (a, b) [image: image44.png]


 tMin (a, b) mit



tB (a, b) = max {0,   a + b – 1}


Beschränkte Differenz


tA (a, b) = a b





Algebraisches Produkt


tQ (a, b) = a b / (a + b – a b)



Algebraischer t-Quotient

(2)
(i) t0H (a, b) ) tQ (a, b)



(ii) lim [image: image45.png]


 -> [image: image46.png]


 t [image: image47.png]


H (a, b) = tD (a, b)



(iii) lim p -> 0 tpY (a, b) = tD (a, b)



(iv) lim p -> [image: image48.png]


 tpY (a, b) = tMin (a, b)



mit Hamacher Produkt

	
	
	a b
	

	
	t [image: image49.png]


H (a, b) =
	
	für [image: image50.png]


 [image: image51.png]


 0

	
	
	
	

	
	
	[image: image52.png]


 + (a – [image: image53.png]


 ) (a + b – a b)
	




und Yager-Verknüpfung (es gibt noch eine Y.-V. mit s-Norm)



tpY (a, b) = 1 – Min {((1 – a) p + (1 – b) p) 1/p, 1}


(3)
sD (a, b) [image: image54.png]


 sB (a, b) [image: image55.png]


 sA (a, b) [image: image56.png]


 sQ (a, b) [image: image57.png]


 sMax (a, b) mit



sB (a, b) = Min {1, a + b}



Beschränkte Summe


sA (a, b) = a + b – a b




Algebraische Differenz


sQ (a, b) = (a + b – 2 a b) / (1 – a b)


Algebraischer s-Quotient
Residuum
einer t-Norm ist die Abbildung rt: [0, 1]2 -> [0, 1] mit



(a, b) -> sup {c aus [0, 1]  |  t (a, c) [image: image58.png]


 b}



(1)
Es gilt: Für alle a, b, c aus [0, 1] gilt:




(i)
Aus b [image: image59.png]


 c folgt: rt (a, b) [image: image60.png]


 rt (a, c)





Aus a [image: image61.png]


 b folgt: rt (a, c) [image: image62.png]


 rt (b, c)





ACHTUNG: Aus kleinergleich wird größergleich!




(ii)
Aus a [image: image63.png]


 b folgt: rt (a, b) = 1




(iii)
rt (1, a) = a

(2)
Falls t eine stetige t-Norm ist, gilt für alle a, b aus [0, 1]:




t (a, rt (a, b)) [image: image64.png]


 b
und
rt (a, t (a, b)) [image: image65.png]


 b




ACHTUNG: Erst kleinergleich dann größergleich!



Bsp:

	
	t-Norm
	
	Residuum
	

	
	
	
	 {1
	falls a kl.gleich b

	
	tMin
	rMin (a, b) =
	{
	

	
	
	
	 {b
	falls a > b

	
	tB
	rB (a, b) =
	
	

	
	
	
	 {Min {1, b/a}
	falls a > 0

	
	tA
	rA (a, b) =
	{
	

	
	
	
	 {1
	falls a = 0


3.1.1 Charakterisierung des Minimum-Operators

idempotent:
Eine Abbildung u:[0, 1]2 -> [0, 1] heißt idempotent, wenn für alle a aus [0, 1] gilt:



u (a, a) = a



t-Norm ist idempotent
<=>
t = tMin


Bew:
Sei a kl.gleich b.

Dann gilt: a = t (a, a)
[image: image66.png]


 t (a, b)

(T2)







[image: image67.png]


 t (a, 1)

(T2)







= a


(T1)




also (wegen a[image: image68.png]


 b): t (a, b) = a = min {a, b} = tMin (a, b)

interaktiv:
Eine Abbildung u:[0, 1]2 -> [0, 1] heißt interaktiv, wenn

a, b aus (0, 1) – offenes Intervall – existieren mit: u (a, b) ist NICHT aus {a, b}.



ACHTUNG: (0, 1) ist offenes Intervall!

Ist eine t-Norm NICHT interaktiv, so ist t = tMin
Bew:
t ist nicht interaktiv



<=>

für alle a aus [0, 1] gilt: t (a, a) = {a}.


Also ist t idempotent



<=>

t = tMin
Satz zu Idempotenz und Interaktivität:


Sei t eine t-Norm und st die zu t (bzgl. n) duale s-Norm. Dann gilt:


st idempotent

<=>

t idempotent


und



st interaktiv

<=>

t interaktiv

Distributivgesetze zur dualen s-Norm:


Sei t eine t-Norm und st die zu t (bzgl. n) duale s-Norm.

Dann ist t = tMin genau dann, wenn eines der beiden Gesetze gilt für alle a, b, c aus [0, 1]:


(i) t (a, st (b, c)) = st (t (a, b), t (a, c))


(ii) st (a, t (b, c)) = t (st (a, b) , st (a, c))
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